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Turbulent Roads to intermittency:

From zero-modes to hidden symmetry

Simon Thalabard
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Turbulent fluctuations

(i) Stationnary

(ii) Finite variance
〈
u2

x
〉

= O(1)

(iii) Power-law correlations 〈ux (x)ux (x + r)〉 ∝ 1− r ξ

tim
e
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Gaussian turbulence

Scale invariance Monofractal scaling

δu(L) = ux (x + L)− ux (x)

δu(r)

δu(η)

r−1/3δu(r) Law= δu(1) 〈δup〉 ∝ r ζp
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Navier-Stokes turbulence

Intermittency :
Deviations from Gaussian turbulence

No obvious scale invariance Anomalous scaling

δu(L) = ux (x + L)− ux (x)

δu(r)

δu(η)

r−1/3δu(r)
Law
6= δu(1) 〈δup〉 ∝ r ζp
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Navier-Stokes Intermittency : extreme shape anomalies

ζ4 − 2ζ2 '= −0.10 ζ3 −
3
2ζ2 ' −0.04
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Where intermittency?

Navier-Stokes Active scalar Passive Gaussian advection

TurbAzur database

Mathématiques appliquées et théoriques Mémoire de Master

Figure 17: Image issue de [33]. Destabilisation du filament quasi-singulier principale vers t ¥ 9

Figure 18: Champ de température à t=15 et t=40 pour ‹ = 10≠5. Pour t = 40, l’écoulement est
représentatif de la turbulence. Les valeurs de ◊ vont de ≠1 (en bleu clair) et 1 (en rouge clair).

Aussi, nous observons que les filaments semblent avoir un rôle important dans la dynamique
des écoulements SQG [16]. Ils sont à l’origine de la présence des tourbillons dans les champs
de température b) et d) de la figure 19. Pour le champ a), la viscosité a su�samment lissée les
structures filamenteuses pour les stabiliser, au moins jusqu’au temps 40. En revanche, dans la
figure c), nous pouvons deviner le début de la création de tourbillons à partir de la compression
des filaments qui présentent des points d’inflection (que nous ne voyons pas sur le champ (a) ).
De plus, ce mécanisme de création de tourbillon et structure complexe à partir des filaments se
retrouve à toutes les échelles de l’écoulement comme nous pouvons le voir sur la figure 20.
La solution de Constantin et al. devient donc complexe après tú = 27, multi-échelle, et présente

29

TurbAzur database
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Chen & Kraichnan, 1998
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Navier-Stokes vs Passive scalar Intermittency

TurbAzur database TurbAzur database

∂tu + u · ∇u +∇p = f + κ∆u

∇ · u = 0
∂tθ + u · ∇θ = fθ + κ∆θ
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Navier-Stokes vs Passive scalar Intermittency

Iyer & al, PRL (’18)

〈|δu|p〉 ∝ `ζp 〈|δθ|p〉 ∝ `ζ
θ
p
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Why intermittency ?

• Why scaling ?

• Why anomalous?

2 dynamical mechanisms for intermittency

Conservation laws Symmetries

• Exact laws

• Zero modes
Kraichnan flow Theory
O(’90 - ’00)

• Refined self-similarity
Kolmogorov (’61)

• Multifractal Parisi-Frisch (’85)

• Hidden symmetries
Mailybaev (’20)
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Stirring with Gaussian turbulence

•
θn+1

•
θn

•
θn−1

•• unun−1

1 λ−1 λ−2 λ−nLarge Dissipative

Scalar

Velocity

θ< = 1

scales ` = 1/k `κ

Kraichnan-Wirth-Biferale (KWB) model

Jensen & al (’92), Biferale & Wirth ( ’96 ’07), Andersen & Muratore-Ginanneschi (’99)

θ̇n = knθn+1un − kn−1θn−1un−1 − κk2
nθn

u ∼ Gaussian with 〈un(t)um(t + τ)〉 ∝ `2/3
n δnm δ(τ)
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Stirring with Gaussian turbulence

•
θn+1

•
θn

•
θn−1

•• unun−1

1 λ−1 λ−2 λ−nLarge Dissipative

Scalar

Velocity

θ< = 1

scales ` = 1/k `κ

Inertial steady-state 1� `n � `κ ∝ κ−3/2

• Kolmogorov scaling 〈
θ2

n
〉
∝ `4/3

n

• Constant scalar flux

1 = Πn = `−4/3
n

〈
θ2

n
〉
− `−4/3

n
〈
θ2

n+1
〉
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Numerical observations

• • • •λ−4 λ−12 λ−20 λ−28

Gaussian velocity  Non-Gaussian scalar!
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Numerical observations: Structure functions

Sp(`n) := lim
T→∞

T−1
∫ T

0
〈|θn|p〉 dt ∝ `ζp

n

Minimal model for (random) scalar intermittency!
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Structure functions as zero-modes : S2

S2 := lim
T→∞

T−1
∫ T

0
〈|θn|2〉 dt

Inertial range recursion

0 = S2(`n−1)− (1 + γ2)S2(`n) + γ2S2(`n+1), γ := λ2/3

with boundary conditions
{
S2(`n)→

∞
0 (small-scale)

S2(`0) = 1(large scale).

Zero-mode interpretation



. . .
. . .

. . . −(1 + γ2) γ2

1 −(1 + γ2)
. . .

. . .
. . .


︸ ︷︷ ︸

M2

S2 = 0
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Structure functions as zero-modes : S2

S2 := lim
T→∞

T−1
∫ T

0
〈|θn|2〉 dt

Kolmogorov scaling is a (trivial) zero-mode

S2(`n) ∝ `
4/3
n
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Structure functions as zero-modes : S4

S4(`n) := σn0, σnl = lim
T→∞

T−1
∫ T

0

〈
θ2

nθ
2
n+l
〉

dt.

Inertial range recursion

M4σ = 0
0 = b−lσ(n+1)(l−1)

+ blγ
−2σn(l−1) − alσnl + blσn(l+1)

+ b−lγ
−2σ(n−1)(l+1)

for


al = γ l + γ−l−2

+ γ−l + γ l−2 + 4γ−lδl1,

bl = γ l + 2δl0.

Benzi Ansatz Benzi & al (’97)

• S4(`n) = σn0 ∝ `ζ4
n (Scaling Ansatz)

• σnl = Clσn0 with Cl →∞ 0 & C0 = 1 (Fusion Rule)
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Fourth-order structure function

The Benzi Ansatz yields the fixed point:

ζ4 = logλ
(

1 + γ2

3C1(ζ4) − γ
2
)
.

Fusion rules

Iterative procedure

Flatness
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Zero-modes vs statistical conservation laws

Statistical conservation laws
The ideal KWB dynamics preserve

Γ2 :=
∑
n∈Z

γ−2n 〈θ2
n
〉
, Γ4 =

∑
n∈Z

∑
l≥0

cl rn 〈θ2
nθ

2
n+l
〉
,

where cl = 6Cl − 5δl0 and r = λ−ζ4 .

Explicit duality

M2S2 = 0⇐⇒M†2


...

γ−2n

...

 = 0, M4σ = 0⇐⇒M†4


...

cl rn

...

 = 0.
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Scaling anomalies in the zero-mode theory

• Hierarchy of non-trivial conservation laws Γ2, Γ4, Γ6...
Beyond p=4 and white-in-time setting: Andersen & Muratore-Ginanneschi (’99)

• Duality between zero modes and statistical conservation laws.
Beyond linear setting: Angheluta & al (’06), Arad & al (’01)

• Even-order exponents ζ0, ζ2, ζ4, ζ6 ...
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Scope of Zero-Mode theory

Navier-Stokes Active scalar Passive Gaussian advection

TurbAzur database

Mathématiques appliquées et théoriques Mémoire de Master

Figure 17: Image issue de [33]. Destabilisation du filament quasi-singulier principale vers t ¥ 9

Figure 18: Champ de température à t=15 et t=40 pour ‹ = 10≠5. Pour t = 40, l’écoulement est
représentatif de la turbulence. Les valeurs de ◊ vont de ≠1 (en bleu clair) et 1 (en rouge clair).

Aussi, nous observons que les filaments semblent avoir un rôle important dans la dynamique
des écoulements SQG [16]. Ils sont à l’origine de la présence des tourbillons dans les champs
de température b) et d) de la figure 19. Pour le champ a), la viscosité a su�samment lissée les
structures filamenteuses pour les stabiliser, au moins jusqu’au temps 40. En revanche, dans la
figure c), nous pouvons deviner le début de la création de tourbillons à partir de la compression
des filaments qui présentent des points d’inflection (que nous ne voyons pas sur le champ (a) ).
De plus, ce mécanisme de création de tourbillon et structure complexe à partir des filaments se
retrouve à toutes les échelles de l’écoulement comme nous pouvons le voir sur la figure 20.
La solution de Constantin et al. devient donc complexe après tú = 27, multi-échelle, et présente

29
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Lagrangian conservation laws

Statistical conservation laws

Kraichnan flow theoryNumerical experiments

Tetrads/Triads
Pumir et al, ’00

Celani & Vergassola, ’01
Biferale et al, ’05

Bernard, Chertkov, Frisch,

Gawedzki,Falkovich, Kraichnan,

Kupiainen, Mazzino,Vergassola
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Layout
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3. (Hidden) Symmetries
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Multifractals Parisi-Frisch (’85)

Range of scaling exponents h ∈ (hmin, hmax)

〈
∆up
‖

〉
=
∫ hmax

hmin

∝`3−D(h)

↓
dµ(h)

〈
∆up
‖

〉
Sh
∝ `ζp , ζp = inf {3− D(h) + ph}

Entangled scaling symmetries!
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Refined self-similarities Kolmogorov (’61)

(i) Conditionning on local dissipation

uk(x + `X)− uk(x, t)
`1/3ε

1/3
` (x)

, ε`(x) :=
〈
ν‖∇u‖2〉

B(x,`)

(ii) Multipliers

wij,k(x, t; `1, `2) := uk(x + `1ei , t)− uk(x, t)
uk(x + `2ej , t)− uk(x, t) .

5123, L/η ∼ 50
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Multiplier: The atom of multifractality

Random-h phenomenology

• Scale: `n = 2−n

• Identity: δu(`n) = δu(1)× δu(2)
δu(1) × · · · ×

wn︷ ︸︸ ︷
δu(`n)
δu(`n−1)

• Structure function: 〈δup(`n)〉 =
〈
δup(1)

n∏
i=1

wp
i

〉

Multifractal examples: wi = 2−hi

1. hi ∼ N
(

c1,
c2

log 2

)
iid =⇒ 〈δup(`n)〉 ∝ `ζp

n , ζp = c1p − p2

2 c2.

2. H = 1
N

N∑
i=1

hi ∼ 2ND(h) =⇒ ζp = infh {ph − D(h)}

Universality of multipliers from the Navier-Stokes?
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Dynamical (Hidden) rescaling

t, x,u 7→ τ,X,U
scaling center

x∗(t) T`

〈T`〉
`

Rescaled space X

Rescaled velocity U ∼ 1
Field of local time dilation

space x

1. Local averaging A`(x, t) :=
〈
‖∆u`‖2〉1/2

‖X‖=1

2. Quasi-Lagrangian frame U(X, τ ; x0, `) := ∆u`(x∗(t),X, t)
A`(x∗(t), t)

3. Proper time dτ := A`(x∗(t), t)
`

dt
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Hidden Navier-Stokes

U(X, τ ; `, x0)

∂τU + ΛU [U · ∇U +∇P] = ΛU [ν`∆U + F`] ,

∇ ·U = 0,

ΛU[V] = V−U 〈U · V〉|X|=1

Hidden inertial range

1� ` � ν

A`(x∗, t) (local Kolmogorov scale)
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Hidden symmetries

U(X, τ ; `, x0)

∂τU + ΛU [U · ∇U +∇P] = 0,

∇ ·U = 0,

ΛU[V] = V−U 〈U · V〉|X|=1

Hidden scale invariance
Invariance under the change of averaging scale

` 7→ `/λ : τ,X,U 7→ τ ′,X,U′

Hidden translation
Invariance under the change of reference trajectory x0 7→ x̃0:

x0 7→ x̃0 : τ,X,U 7→ τ̃ ,X, Ũ
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Symmetries : From explicit to hidden

Symmetries for original Euler

t, x,u

∂tu + u · ∇u +∇p = 0

parameters t 7→ x 7→ u 7→

Rotation O ∈ SO(3) t Ox Ou

Time translation ∆t ∈ R, t + ∆t x u

Galilean u0 ∈ R3 t x + tu0 u + u0

Space translation ∆x ∈ R3 t x + ∆x u

Scaling h, λ > 0 λ1−ht λx λhu

8 parameters

Symmetries for Hidden Euler

τ,X,U

∂τU + ΛU [U · ∇U +∇P] = 0

parameters τ 7→ X 7→ U 7→

Rotation O ∈ SO(3) τ OX OU

Time translation ∆τ ∈ R τ + ∆τ X U

Hidden translation X0 ∈ R3 τ̃ X Ũ

Hidden scaling λ > 0 τ ′ X U′

4 parameters
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Fusing of symmetries

Hidden scaling fuses multi-fractal scaling

t,x,u λ1−ht, λx, λhu

τ,X,U τ ′,X,U′

x0

`
λx0

`

` 7→ `/λ

Hidden translation fuses translation and galilean invariance

t,x,u t,x + ∆x + tu0,u + u0

τ,X,U τ̃ ,X, Ũ

x0

`
x0

`

x0 7→ x̃0
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Statistical hidden symmetry

• Physics:∃ Inertial range for hidden Navier-Stokes

• Math: ∃PHS(dW ) = lim
τ→∞

lim
`→0

lim
ν→0

1
τ

∫ τ

0
1φ[u]∈dW

Generalized multipliers W = Φλ[U]
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Hidden symmetries in NS intermittency: Summary

1. Dynamical rescaling 2. Fusing old into hidden symmetries

scaling center
x∗(t) T`

〈T`〉
`

Rescaled space X

Rescaled velocity U ∼ 1
Field of local time dilation

space x

∂τU + ΛU [U · ∇U +∇P] = 0

t,x,u λ1−ht, λx, λhu

τ,X,U τ ′,X,U′

x0

`
λx0

`

` 7→ `/λ

3. Statistical hidden universality

34 / 38



Layout

1. Intermittency

2. Conservation laws (Zero-modes)

3. (Hidden) Symmetries

4. Hidden fluid mechanics

35 / 38



Scope of Hidden Symmetry

Navier-Stokes Active scalar Passive Gaussian advection

TurbAzur database

Mathématiques appliquées et théoriques Mémoire de Master

Figure 17: Image issue de [33]. Destabilisation du filament quasi-singulier principale vers t ¥ 9

Figure 18: Champ de température à t=15 et t=40 pour ‹ = 10≠5. Pour t = 40, l’écoulement est
représentatif de la turbulence. Les valeurs de ◊ vont de ≠1 (en bleu clair) et 1 (en rouge clair).

Aussi, nous observons que les filaments semblent avoir un rôle important dans la dynamique
des écoulements SQG [16]. Ils sont à l’origine de la présence des tourbillons dans les champs
de température b) et d) de la figure 19. Pour le champ a), la viscosité a su�samment lissée les
structures filamenteuses pour les stabiliser, au moins jusqu’au temps 40. En revanche, dans la
figure c), nous pouvons deviner le début de la création de tourbillons à partir de la compression
des filaments qui présentent des points d’inflection (que nous ne voyons pas sur le champ (a) ).
De plus, ce mécanisme de création de tourbillon et structure complexe à partir des filaments se
retrouve à toutes les échelles de l’écoulement comme nous pouvons le voir sur la figure 20.
La solution de Constantin et al. devient donc complexe après tú = 27, multi-échelle, et présente

29
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(’24)Mailybaev (’21, ’22,’23)

( ’22) in progress
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Scalar setting

•
m

••
θm−1θn

Θ
(m)
−1 Θ

(m)
2 Θ

(m)
4Θ

(m)
n−m

Am[θ]

−∞ ∞

1. Hidden KWB

dΘ = ◦ΛΘ
[
N
[
Θ, dW

]]
,

with

ΛΘ[V ] = V −Θ
∑
J≤0

α−J ΘJVJ .

2. Fusing symmmetries

t, θ λ4/3t, λhθ

τ,Θ(m) λ4/3τ,Θ(m+1)

m m + 1

m 7→ m + 1

n 7→ n + 1

3. Scale invariance of multipliers
(4. Extraction of scaling exponents)
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From zero-mode intermittency to hidden symmetry

•
θn+1

•
θn

•
θn−1

•• unun−1

1 λ−1 λ−2 λ−nLarge Dissipative

Scalar

Velocity

θ< = 1

scales ` = 1/k `κ

Zero-modes Hidden Symmetry

M2n 〈θθ · · · θ〉 = 0 dΘ = ◦ΛΘ
[
N
[
Θ, dW

]]
,

Conservation laws
Even-order exponents

Fusing of Symmetries
Multipliers universality

Non-linear settings? Computation?

ArXiv: https://arxiv.org/abs/2402.04198
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